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Οι σηµειώσεις αυτές δίνουν ένα ϑεώρηµα το οποίο δηλώνει ότι µία πολύ µεγάλη οικογένεια
προβληµάτων είναι όλα µη-διαγνώσιµα. Το αποτέλεσµά µας, γνωστό ως ϑεώρηµα Rice από
τον Henry Rice που το απέδειξε το 1953, δηλώνει ότι αν P είναι µία µη-τετριµµένη ιδιότητα
των (κατά Turing)αναγνωρίσιµων γλωσσών, τότε το πρόβληµα:

∆οθέντος ενός ΤΜ M , έχει η L(M) την ιδιότητα P ;

είναι µη-διαγνώσιµο.
΄Ενα παράδειγµα ιδιότητας των αναγνωρίσιµων γλωσσών είναι η ιδιότητα του να είναι

µια γλώσσα κανονική. Αν είχαµε έναν αλγόριθµο που, δοθείσης µιας ΤΜ M , να µπορούσε
να διαγνώσει αν η L(M) είναι κανονική, τότε ϑα είχαµε έναν µηχανισµό µε τον οποίο ϑα
µπορούσαµε να αντικαταστήσουµε την M µε ένα ισοδύναµο πεπερασµένο αυτόµατο.

Θα ήταν επίσης χρήσιµο να µπορούσαµε να καθορίσουµε αν µια ΤΜ M δέχεται όλες τις
συµβολοσειρές που περιέχουν µια συγκεκριµένη ακολουθία χαρακτήρων. Τότε ϑα είχαµε
ένα εργαλείο για να ελέγχουµε, για παράδειγµα, αν όλα τα δεδοµένα που ϑεωρούµε ορθά
όντως υποβάλλονται σε σωστή επεξεργασία.

∆υστυχώς, κάτι τέτοιο δεν είναι δυνατό. Αλγόριθµοι που ελέγχουν ιδιότητες των γλωσσών
εισόδου δεν µπορούν να υπάρξουν, όπως ϑα δούµε αµέσως. Θα το διατυπώσουµε αυστη-
ϱά. ∆εδοµένης µίας µηχανής Turing M µε κωδικοποίηση ⟨M⟩ ως είσοδο, υπάρχουν πολλά
πράγµατα που µπορούµε να διαγνώσουµε για την ίδια τη µηχανή M : για παράδειγµα, µπο-
ϱούµε να απαντήσουµε στο ερώτηµα έχει η ⟨M⟩ ακριβώς 17 καταστάσεις; χωρίς καν να την
εκτελέσουµε. ΄Αρα, η γλώσσα όλων των µηχανών Turing που έχουν 17 καταστάσεις είναι
διαγνώσιµη.

Ωστόσο δεν µπορούµε να διαγνώσουµε οτιδήποτε αφορά τη συµπεριφορά µιας δοσµένης
µηχανής Turing· δηλαδή, δεν µπορούµε να διαγνώσουµε καµία ιδιότητα της γλώσσας L(M),
αν ως είσοδο έχουµε µόνο την περιγραφή ⟨M⟩. Για παράδειγµα, δεν µπορούµε να δια-
γνώσουµε αν η L(M) είναι κενή ή µη κενή.
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Ιδιότητες

Πρώτα, δίνουµε έναν µαθηµατικό ορισµό της έννοιας της ιδιότητας. Σε αυτές τις σηµειώσεις,
µια ιδιότητα είναι απλώς µια κλάση από αναγνωρίσιµες γλώσσες.

Ορισµός 1. Μια κλάση γλωσσών P ονοµάζεται ιδιότητα των αναγνωρίσιµων γλωσσών αν τα
µέλη της είναι αναγνωρίσιµες γλώσσες, δηλαδή για κάθε L ∈ P υπάρχει µια µηχανή Turing
που αναγνωρίζει την L.

Παράδειγµα 1. Η κλάση γλωσσών

PREGULAR = {L | L είναι κανονική }

είναι µια ιδιότητα των αναγνωρίσιµων γλωσσών, διότι όλα τα µέλη της είναι αναγνωρίσιµες
γλώσσες. Από την άλλη, η κλάση

P2 = {EQTM,ATM}

δεν είναι ιδιότητα των αναγνωρίσιµων γλωσσών, διότι η EQTM ανήκει στο P2 αλλά δεν είναι
αναγνωρίσιµη. 2

Μια ιδιότητα των αναγνωρίσιµων γλωσσών ονοµάζεται µη-τετριµµένη όταν κάποιες ανα-
γνωρίσιµες γλώσσες έχουν την ιδιότητα και κάποιες άλλες όχι. Το διατυπώνουµε αυστηρά ως
εξής :

Ορισµός 2. ΄Εστω P µια ιδιότητα των αναγνωρίσιµων γλωσσών.P είναι µη-τετριµµένη αν
υπάρχουν αναγνωρίσιµες γλώσσες L1 και L2 τέτοιες ώστε L1 ∈ P αλλά L2 /∈ P. Αν µια
ιδιότητα δεν είναι µη-τετριµµένη, τότε την ονοµάζουµε τετριµµένη.

Παράδειγµα 2. Η κλάση

PREGULAR = {L | L είναι κανονική }

είναι µια µη-τετριµµένη ιδιότητα των αναγνωρίσιµων γλωσσών, διότι η γλώσσα L1 = {0n | n ≥
0} είναι µέλος της PREGULAR (και άρα αναγνωρίσιµη), ενώ η γλώσσα L2 = {0n1n | n ≥ 0} είναι
επίσης αναγνωρίσιµη αλλά δεν ανήκει στην PREGULAR καθώς είναι µη-κανονική. 2

Παράδειγµα 3. Υπάρχουν µόνο δύο τρόποι κατά τους οποίους µια ιδιότητα δεν είναι µη-
τετριµµένη. Οι ιδιότητες

Pall = {L | L είναι αναγνωρίσιµη} (1)
Pnone = ∅ (2)

είναι και οι δύο τετριµµένες, και είναι οι µόνες τέτοιες ιδιότητες. Η Pall είναι τετριµµένη, διότι
δεν υπάρχει αναγνωρίσιµη γλώσσα L2 τέτοια ώστε L2 /∈ Pall. Η Pnone είναι τετριµµένη, διότι
δεν υπάρχει αναγνωρίσιµη γλώσσα L1 τέτοια ώστε L1 ∈ Pnone. 2
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Παράδειγµα 4. Τα παρακάτω είναι παραδείγµατα µη-τετριµµένων ιδιοτήτων των αναγνωρίσι-
µων γλωσσών:

• Η κλάση {∅}, της οποίας το µοναδικό µέλος είναι η κενή γλώσσα (να µην συγχέεται µε
την κενή ιδιότητα Pnone του προηγούµενου παραδείγµατος).

• Η κλάση {Σ∗}, της οποίας το µοναδικό µέλος είναι η γλώσσα όλων των συµβολοσειρών
πάνω στο αλφάβητο Σ.

• Η κλάση των γλωσσών που περιέχουν την κενή συµβολοσειρά ε ως στοιχείο.

• Η κλάση των χωρίς συµφραζόµενα γλωσσών.

• Η κλάση των διαγνώσιµων γλωσσών. 2

Θεώρηµα Rice

Ορισµός 3. ΄Εστω P µια ιδιότητα. Τότε η γλώσσα PΤΜ ορίζεται ως :

PΤΜ = {⟨M⟩ | L(M) ∈ P}.

Παράδειγµα 5. Θεωρήστε την ιδιότητα PREGULAR που ορίστηκε στο Παράδειγµα 1. Τότε :

PΤΜ = {⟨M⟩ | L(M) είναι κανονική γλώσσα}.

Παρατηρήστε ότι αυτή η γλώσσα είναι η REGULARΤΜ. □

Το αποτέλεσµα που ϑα διατυπώσουµε και ϑα αποδείξουµε τώρα, αναφέρει ότι η PΤΜ είναι
µη-διαγνώσιµη όταν η P είναι µη-τετριµµένη.

Θεώρηµα 1 (Θεώρηµα Rice). Αν P είναι µια µη-τετριµµένη ιδιότητα των αναγνωρίσιµων γλωσ-
σών, τότε η PΤΜ είναι µη-διαγνώσιµη.

Ιδέα Απόδειξης Θα δείξουµε ότι αν P είναι µη-τετριµµένη ιδιότητα των αναγνωρίσιµων γλωσ-
σών, τότε µπορούµε να κάνουµε αναγωγή την AΤΜ στην PΤΜ. Με άλλα λόγια, ϑα δείξουµε ότι,
δοσµένης της εισόδου ⟨M,w⟩, µπορούµε να κατασκευάσουµε µια µηχανή M ′ τέτοια ώστε :

M αποδέχεται το w ⇐⇒ L(M ′) ∈ P .

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι η P είναι µη-τετριµµένη, άρα υπάρχει κάποια γλώσσα L1 ∈ P και
κάποια άλλη γλώσσα L2 /∈ P. Στην απόδειξη επιλέγουµε µια τέτοια L1 και ϑεωρούµε ότι η
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κενή γλώσσα ∅ είναι η L2, δηλαδή ότι ∅ /∈ P. Τότε, δοσµένης της ⟨M,w⟩, ϑα κατασκευάσουµε
µια ΤΜ M ′ τέτοια ώστε :

M αποδέχεται το w ⇒ L(M ′) = L1, M δεν αποδέχεται το w ⇒ L(M ′) = ∅.

Χωρίς απώλεια της γενικότητας υποθέτουµε ότι ∅ /∈ P1. ΠΤΜ είναι διαγνώσιµη αν και µόνο
αν η PΤΜ είναι επίσης.

Εφόσον η P είναι µη-τετριµµένη ιδιότητα αναγνωρίσιµων γλωσσών, τότε υπάρχει κάποια
L1 ∈ P. Επειδή η L1 είναι αναγνωρίσιµη, υπάρχει ΤΜ που την αναγνωρίζει, την οποία
συµβολίζουµε ως ML.

Τώρα περιγράφουµε τη αναγωγή από την AΤΜ στην PΤΜ. ∆οσµένων των ⟨M,w⟩ και χρησιµο-
ποιώντας το ML, κατασκευάζουµε µια νέα µηχανή M ′ ως εξής :

M ′ =‘Με είσοδο x :

1. Προσοµοίωσε την M στην w.

2. Αν η M αποδεχθεί την w, τότε προσοµοίωσε την ML στην x.

3. Αν η ML αποδεχθεί την x, τότε αποδέχεται.’

Απόδειξη Ορθότητας. Αν ⟨M,w⟩ ∈ AΤΜ, δηλαδή η M αποδέχεται την w, τότε η M ′ ϑα
δέχεται την είσοδό της x ακριβώς όταν η ML αποδέχεται την x. ΄Αρα, L(M ′) = L1 ∈ P.

Αν ⟨M,w⟩ /∈ AΤΜ, δηλαδή η M δεν αποδέχεται την w, τότε η M ′ δεν ϑα ϕτάσει ποτέ
στο στάδιο της προσοµοίωσης της ML, και άρα δεν ϑα δεχθεί καµία συµβολοσειρά. ΄Αρα,
L(M ′) = ∅ /∈ P.

Εποµένως, η αναγωγή είναι ορθή:

⟨M,w⟩ ∈ AΤΜ ⇐⇒ ⟨M ′⟩ ∈ PΤΜ.

Συνεπώς, έστω ότι η PΤΜ ήταν διαγνώσιµη. Τότε ϑα υπήρχε ένας διαγνώστης R για την PΤΜ.
Αλλά τότε ϑα µπορούσαµε να κατασκευάσουµε τον παρακάτω διαγνώστη για την AΤΜ:

H =‘Με είσοδο ⟨M,w⟩ :
1. Κατασκεύασε την ⟨M ′⟩ από την ⟨M,w⟩.
2. Εκτέλεσε R µε είσοδο ⟨M ′⟩.
3. Αν ο R αποδεχθεί, τότε αποδέχεται. Αν απορρίψει, τότε απορρίπτει.’

Αυτό ϑα ήταν διαγνώστης για την AΤΜ, πράγµα αδύνατο. ΄Αρα η PΤΜ δεν µπορεί να είναι
διαγνώσιµη.

1Αν ϑέλαµε να δείξουµε ότι η P είναι µη-δαγνώσιµη αλλά είχαµε ∅ ∈ P, ϑα µπορούσαµε να εξετάσουµε την
συµπληρωµατική ιδιότητα P.
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Παράδειγµα 6. ΄Εστω το πρόβληµα απόφασης :

∆οθείσας µιας ΤΜ M , αποδέχεται η M όλες τις παλίνδροµες συµβολοσειρές;

Για να χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα Rice, χρειάζεται να αναδιατυπώσουµε το πρόβληµα έτσι
ώστε να αναφέρεται σε µια κλάση γλωσσών. Πρώτα, εκφράζουµε το πρόβληµα απόφασης ως
τη γλώσσα:

PALINDROMESΤΜ = {⟨M⟩ | L(M) περιέχει όλες τις παλίνδροµες συµβολοσειρές}.

Μπορούµε τώρα να δούµε ότι η ιδιότητα που εξετάζουµε είναι η :

PPALINDROMES = {L | L είναι αναγνωρίσιµη και περιέχει όλες τις παλίνδροµες συµβολοσειρές}.

Αυτή η κλάση, εκ των πραγµάτων, είναι κλάση αναγνωρίσιµων γλωσσών. Πρώτα αποδεικνύου-
µε ότι είναι µη-τετριµµένη. Η γλώσσα όλων των συµβολοσειρών Σ είναι µέλος της, ενώ η κενή
γλώσσα ∅ (που είναι αναγνωρίσιµη) δεν είναι µέλος της. ΄Αρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Rice,
η PALINDROMESΤΜ είναι µη-διαγνώσιµη. □

΄Ενα template

Τώρα δίνουµε ένα µοτίβο µε το οποίο µπορεί κάποιος να χρησιµοποιήσει το Θεώρηµα Rice.
΄Εστω P.

1. Αποδεικνύουµε ότι η P είναι µια γλώσσα ιδιότητας,

(αʹ) Ελέγχουµε ότι η P αποτελείται από συµβολοσειρές της µορφής ⟨M⟩, όπου M είναι
ΤΜ.

(ϐʹ) Ελέγχουµε ότι για κάθε δύο ΤΜς M1, M2 τ.ω. L(M1) = L(M2) ισχύει ότι M1 ∈
P ⇐⇒ M2 ∈ P.

2. Αποδεικνύουµε ότι η P είναι µη-τετριµµένη ιδιότητα,

(αʹ) ∆είχνουµε ότι υπάρχει ΤΜ M τ.ω. ⟨M⟩ ∈ P.

(ϐʹ) ∆είχνουµε ότι υπάρχει ΤΜ N τ.ω. ⟨N⟩ ̸∈ P.

3. Χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα Rice για να καταλήξουµε ότι η P είναι µη-διαγνώσιµη.

Παράδειγµα 7. ∆ίνεται η γλώσσα

ETM = {⟨M⟩ | M είναι ΤΜ και L(M) = ∅}.

ϑα αποδείξουµε ότι είναι µη-διαγνώσιµη χρήσει του Θεώρηµατος Rice.
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Θα δείξουµε πρώτα ότι το ETM αποτελεί ιδιότητα αναγνωρίσιµων γλωσσών. Προφανώς,

ETM ⊆ {⟨M⟩ | M είναι ΤΜ}.

΄Εστω τώρα ΤΜς M1 και M2 τέτοιες ώστε L(M1) = L(M2). Αν ⟨M1⟩ ∈ ETM , τότε L(M1) = ∅ =
L(M2), άρα και ⟨M2⟩ ∈ ETM . Οµοίως, αν ⟨M2⟩ ∈ ETM , τότε και ⟨M1⟩ ∈ ETM . ΄Αρα, ⟨M1⟩ ∈
ETM ⇐⇒ ⟨M2⟩ ∈ ETM , οπότε το ETM εξαρτάται µόνο από τη γλώσσα που αναγνωρίζει η
µηχανή και όχι από την περιγραφή της. Εποµένως είναι ιδιότητα αναγνωρίσιµων γλωσσών.

Για να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα Rice, πρέπει επίσης να δείξουµε ότι η ιδιότητα είναι
µη–τετριµµένη. Θεωρούµε τις εξής δύο ΤΜς:

M =‘Με είσοδο x :

1. Αποδέξου το x.’

Τότε L(M) = Σ∗, άρα ⟨M⟩ /∈ ETM .

M =‘Με είσοδο x :

1. Απέρριψε το x.’

Τότε L(N) = ∅, άρα ⟨N⟩ ∈ ETM . Καθώς υπάρχει γλώσσα στη ιδιότητα (η κενή γλώσσα)
και γλώσσα εκτός αυτής (η Σ∗), το ETM είναι µη-τετριµµένη ιδιότητα αναγνωρίσιµων γλωσ-
σών. Εποµένως, εφόσον το ETM είναι ιδιότητα αναγνωρίσιµων γλωσσών, και µη-τετριµµένη, το
Θεώρηµα Rice εφαρµόζεται. ΄Αρα, η ΕTM

Συνηθέστερες λανθασµένες εφαρµογές του Θεώρηµατος Rice

Παράδειγµα 8. Θεωρήστε το πρόβληµα απόφασης :

∆οθείσας µιας ΤΜ M , είναι η L(M) αναγνωρίσιµη;

Ο ισχυρισµός,

Η ιδιότητα ‘L είναι αναγνωρίσιµη’ είναι µη-τετριµµένη, οπότε από το Θεώρηµα Rice
το πρόβληµα είναι µη-διαγνώσιµο.

είναι λανθασµένος. Η ιδιότητα είναι τετριµµένη. Στην πραγµατικότητα το πρόβληµα είναι
διαγνώσιµο µε τον ακόλουθο διαγνώστη :

R = ‘Με είσοδο ⟨M⟩ αποδέξου’.

□

Παράδειγµα 9. Μια κατάσταση µιας ΤΜ λέγεται συνηθισµένη αν δεν είναι ούτε κατάσταση
αποδοχής ούτε κατάσταση απόρριψης. Θεωρήστε το πρόβληµα:
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∆οθείσας µιας ΤΜ M , υπάρχει είσοδος w τέτοια ώστε η M να επισκέπτεται κάθε
συνηθισµένη κατάσταση κατά τον υπολογισµό της;

Ο ισχυρισµός,

Η ιδιότητα ‘για κάποια είσοδοw ηM επισκέπτεται όλες τις συνηθισµένες καταστάσεις’
είναι µη-τετριµµένη, άρα το πρόβληµα είναι µη-διαγνώσιµο.

δεν αποτελεί απόδειξη. Η έννοια ιδιότητα χρησιµοποιείται λανθασµένα. Για να απαντήσουµε
στο πρόβληµα χρησιµοποιούµε την γλώσσα:

TOURΤΜ = {⟨M⟩ | ∃w τέτοιο ώστε η M επισκέπτεται όλες τις συνηθισµένες καταστάσεις της}.

Η TOURΤΜ πράγµατι είναι µη-διαγνώσιµη, αλλά το Θεώρηµα Rice δεν µπορεί να εφαρµοστεί
για να το αποδείξει. Ο λόγος είναι ότι η συνθήκη:

‘η M επισκέπτεται όλες τις συνηθισµένες καταστάσεις’

αναφέρεται στη µηχανή και στη δοµή της, όχι στη γλώσσα L(M). Μπορούµε µάλιστα να
δείξουµε ότι καµία ιδιότητα γλωσσών για τις οποίες οι γλώσσες είναι στο TOURΤΜ. ΄Εστω δύο
µηχανές M1 και M2 τέτοιες ώστε,

L(M1) = L(M2), αλλά ⟨M1⟩ ̸∈ TOURΤΜ και ⟨M2⟩ ∈ TOURΤΜ.

Στο παρακάτω σχήµα δίνουµε ένα παράδειγµα.

q0 q1

q3

qacc

qrej

0 → 0, R

⊔ → ⊔, R

0 → 0, R

⊔ → ⊔, R

{
0 → 0, R
⊔ → ⊔, R

}

⟨M⟩ ̸∈ TOURΤΜ

q0 q1 qacc

qrej

0 → 0, R

⊔ → ⊔, R

0 → 0, R

⊔ → ⊔, R

⟨N⟩ ∈ TOURΤΜ

Και οι δύο µηχανές αναγνωρίζουν τη γλώσσα {0n | n > 0}, αλλά η M έχει µια επιπλέον
συνηθισµένη κατάσταση που χρησιµοποιείται µόνο σε µονοπάτια που καταλήγουν στην απορ-
ϱιπτική κατάσταση. Συνεπώς :

⟨M⟩ /∈ TOURΤΜ, ⟨N⟩ ∈ TOURΤΜ.

□

Παράδειγµα 10. Θεωρήστε το πρόβληµα απόφασης :

∆οθέντων δύο µιας ΤΜ M,N , ισχύει ότι L(M) = L(N);
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Αυτό το πρόβληµα περιγράφεται από την γλώσσα EQTM = {⟨M,N⟩ | M , N ΤΜ τ.ω. L(M) =
L(N)}. Ο ισχυρισµός,

Η ιδιότητα ‘L(M) = L(N)’ είναι µη-τετριµµένη, άρα το πρόβληµα είναι µη-διαγνώσιµο.

είναι άστοχος, καθώς το Θεώρηµα Rice δεν µπορεί να εφαρµοστεί σε προβλήµατα που περι-
λαµβάνουν παραπάνω από µια γλώσσα. □


